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Modélo fisico = equacdes de movimento

EquacOes de movimento = € equacdesde
Lagrange, equacOes de Hamilton, equacdes canodnicas



Coordenadas Generalizadas

N particulas com massa m, e coordenadas Xy = (Xk, Vi, Zk)

com C relacoes independentes
fj(XI-XLaXN-I):O- j:1!2?*"ic

Esse sistema tem 3N — C graus de liberdades e seu estado é

descrito pelas coordenadas e velocidades

XZ(X],XZ,...,XN), Xz(il"iz"’iN)



A evolucao das variaveis € determinada pelas solucdes das

equacoes diferenciais

mp Xy = —ViV(X{,Xo, ..., Xy, ) +forcas de vinculo

Nessa disciplina vamos considerar 3N — C coordenadas

generalizadas e seus momentos associados.



a Sin o

Exemplo - fﬁa"-"-'v'-'*-"-“mwﬁ _____
Coordenada generalizada q = 7).

m—
o

z = | oo g,

e

M -— —— —L —L _m _am

v = [ sing + & sin w?

T= Im*q* + Zalen] cos g cos wt + a*e® cos® wi].  Energia cinética

V= —mgl cos g. Energia potencial

Um grau de liberdade: T, V dependem de q.9
E=T+ Vdepende det



Exemplo de V dependente do tempo

Haste a com w constante

z = acosal + [ cos{uy + q),

o= sin o + 1 sinfed + )

T=dmHw + 4 + malalo + §) cos g + Ymeat
F o= —=migz = —mgla cos af 4+ {cos{od + q)]
E(t)=T +V

Energia depende do tempo devido ao forcamente para manter haste
girando uniformemente.
Um grau de liberdade.



Coordenadas generalizadas ¢y, ..., ¢,

Sistema descrito pelas variaveis  def
n graus de liberdade, n <N ks Jk — dC]k/dfa k=1,...,n

Lagrangiana definida por

N

. . 1 . .0
LG, .. qn,q1,...,qn, 1) = > me(q,q, )" —Vxi(g,t),...,xn(q,1),1)
k=1

EquacGes de movimento 7 ] JL

_ =0, k=1,...,n
df@qk aqk



Descricao em coordenadas generalizadas

—_— — " =0 Equagao de movimento

L(q,q,t)=T(q,q) — U(q, 1) Lagtangiana: diferer.1ca entre.a energia
Cinética T e a energia potencial U

L pode ser obtida por um principio variacional 9 j' Ldt =0



A Hamiltoniana é definida como  F(p, ¢, 1) = ¥ g,p, — L(4, ¢, )

cH oH oH
dH = —d:+ —di+—dt
Log dait Lo dpit
ol d oL ol
= ;— —|dqg; + ) q;dp;— — dg, — — dt
Ze(p a) 4i+ L didp g(drﬁéi) LY

oL

Momento linear introduzidocomo  p; = —

04;



Da equacao anterior obtemos as equacoes de Hamilton

(equacdes de movimento com as variaveis coordenadas e momentos

generalizados g, p) _ 0H . 0H
Pi= —— q; = —
0q; ap;

Obtemos também a relacdo JL 0H

ot ot



Lagrangiana de Uma Particula

l.=41—F T s E*F?{'.' 'I'J . }
I.-.-:I-ll-'ll‘--'II-.!i--| = ”:IJ'E'-I:

d 0L JL 0 ) |

dt 34, dq, - Equagdo de movimento

m X, = =dFldx; = F,

dLidx = ma

P



Momento

Lg. g 0= LGy o Gim g Fings - grid .. s ei ¥
d 0L 0L
dt dq; 0gq,

1

=0

; 'II;'-'I I:.;.':Irl I:I'} -> {d/dt WL o =10

] p, = JLIdG, ‘ p, constante de movimento




Movimento no Espaco de Fase

t= I
Ca(t=t2) Dados c.i. g4, p; em t,

obtemosq,, p, emt,

Ci(t=t)




Teorema de Liouville

T = 17(p, q, t) Densidade de condigdes inciais

L

J‘ T 1_[ dp;dq; = 1 Normalizacdo
all space '

dA = 1]];dp; dg; Probabilidade de encontrar varidveis
no intervalo q; + dq; e dqi e p; +dpi e p;



A variac3o de pontos dA"  nointervalo []dp;dg;

é obtida da equacao de continuidade

odN (

+ 2.

0 0
— (dN"p; —dANG;) ) =0
ot ; \ 0 ( P;) M 0 i( {L))

Di oq

Dividindo N pelo volume V obtemos a densidade de pontos T
no espaco de fase

0T . 0T op; 0 04,
“ 5 (s be g 2yt g

ot ! 5,95 api E;‘q,; aqi
. 0H . oH
Usando egs. Hamilton, p; = — — g, = —
segundo e quarto termos na 0q; ap;

somatoria se cancelam.



Do slide anterior obtemos

Z (ﬁ' ir— -+ q E) |' 3'5 — 0 Teorema de Liouville
i I api | 3@',; Ot

Incompressibilidade do fluxo de trajetorias no espaco de fase !
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